El reto de Hilbert en la teoria de las
magnitudes poligonales:

Un capitulo en la axiomatizacion sintética
de la geometria euclidiana

EDUARDO N. GIOVANNINI
Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas

Universidad Nacional del Litoral b

Resumen: El articulo ofrece una interpretacion
de las contribuciones de David Hilbert a la teoria de las
magnitudes poligonales, desarrollada en su influyente
monografia Fundamentos de la geometria, publicada en
1899. Se argumenta que la construccién de esta parte
central de la geometria euclidiana representd para
Hilbert un desafio muy significativo, en razén de su ob-
jetivo general de proporcionar una axiomatizacion es-
trictamente sintética de esta teoria geométrica; es decir, en
virtud de sus conocidos requerimientos metodoldgicos
y epistemologicos de construir la geometria elemental
evitando toda apelacién esencial a presupuestos numé-
ricos. Se sostiene ademis que dicho desafio consistid
en ofrecer un nuevo fundamento lgicamente sélido para
la teoria del area poligonal, pero que al mismo tiempo
pueda ser considerado como puramente geomeétrico.
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Hilbert’s Challenge in the Theory of Polygonal Magnitudes:
A Chapter in the Synthetic Axiomatization
of Euclidean Geometry

Abstract: The paper offers an interpretation of David Hilbert’s
contributions to the theory of polygonal magnitudes, developed in his in-
fluential monograph Foundations of Geometry, published in 1899. It is argued
that the construction of this central part of Euclidean geometry presented an
appealing challenge to Hilbert”s general aim of providing a purely synthetic
axiomatization of this geometrical theory; in other words, to his episte-
mological and methodological concerns of constructing elementary geo-
metry without resorting to any kind of numerical assumption. Moreover,
it is claimed this challenge consisted in offering a new foundation for the
theory of polygonal area, which could be considered at the same time as
logically sound and purely geometrical.

Keywords: Hilbert, geometry, axiomatic method, plane area, equi-
valence.

1. Introduccion

La elucidaciéon y clarificacién conceptual de la nocién de mag-
nitud en general, y de magnitud geométrica en particular, fue
un objetivo manifiesto y reconocido de la matematica del siglo XIX. En
efecto, gracias a las contribuciones de célebres matematicos tales como B.
Bolzano, H. Grassmann, B. Riemann y O. Stolz, entre otros, el concepto
fundamental de magnitud, que en gran medida constituy6 la base de la
matematica “clasica” desde el tiempo de los griegos hasta la mitad del
siglo XIX, pasé de ser una nocidén esencialmente vaga para convertirse en
un concepto definido de un modo matematicamente preciso y riguroso.
Como es bien sabido, la axiomatica abstracta —otra contribucidén notable
de la matematica (de fines) del siglo XIX— constituyé una herramienta
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esencial en el proceso de rigorizacion del concepto general de magnitud.!

En lo que respecta puntualmente a las distintas clases de magnitudes
geométricas, las areas de las figuras rectilineas planas constituyen un caso de
estudio particularmente interesante. Este interés puede explicarse, al menos,
en virtud de dos razones principales. Por un lado, las areas poligonales re-
presentan un ejemplo de magnitudes geométricas cuyo analisis no resulta
tan simple como las longitudes y las amplitudes angulares, ni tan complejo
como los volimenes. Por otro lado, la teoria de las magnitudes poligonales
resulta muy interesante desde el punto de vista de los fundamentos, puesto
que se trata de una teoria que puede ser construida de un modo tal que
se evite toda apelacidn a procesos infinitos, tales como el “paso a limites (co-
munes)” que constituye la base del conocido método de exhauciéon em-
pleado en el estudio de los sélidos.

Ahora bien, aunque en la literatura no ha sido aun suficientemente
reconocido, una contribucién muy importante de David Hilbert (1862-
1943) en su influyente monografia Fundamentos de la geometria®, publicada
originalmente en 1899, fue haber ofrecido por primera vez una exposicion
sistematica y rigurosa de la teoria del area de las figuras rectilineas planas.’
Este caracter riguroso no solo se explica en virtud de que la teoria del area
en el plano fue presentada por primera vez en el contexto de una teoria
axiomatica formal, sino ademas porque Hilbert consiguié proporcionar una
prueba rigurosa de lo que en aquella época era comunmente designado
como “el principio fundamental” de las magnitudes poligonales. Este prin-
cipio, formulado por primera vez por el matemitico italiano Antonio de
Zolt (1847-1926), reza en su version original de la siguiente manera: “Si un
poligono es dividido en partes de un modo cualquiera, no es posible, pres-
cindiendo de una de esas partes, disponer las partes restantes de tal modo que
cubran enteramente el poligono” (Zolt 1881: 12).

Dicho de un modo esquematico, la funcién que se le reconocia a este
“principio fundamental” —también conocido como el “postulado de Zolt"—
en los tratados geométricos de la época consistia en hacer posible la intro-
duccidén de una relacion de desigualdad para las figuras rectilineas planas. Mis
precisamente, la admision del postulado de Zolt como un “nuevo axioma”

! Sobre la importancia de la nocién de magnitud, y de su clarificacién conceptual, para la

matematica del siglo XIX, puede consultarse Ferreirés 2007.

% En adelante utilizaré la expresién “Fundamentos” para referirme a Fundamentos de la geome-
tria de Hilbert.

3 Esta falta de reconocimiento puede notarse, por ejemplo, en el hecho de que la teorfa del
irea de Hilbert no ha sido todavia objeto de un estudio especifico.
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de la geometria permitia garantizar la existencia de una relacién de orden
(lineal) para los poligonos planos, condicién necesaria para una construccion
adecuada de la teoria del area.

El objetivo de este articulo es ofrecer una interpretacién de la re-
construccién de la teoria de las magnitudes poligonales llevada a cabo por
Hilbert en Fundamentos. En primer lugar, intentaré mostrar que dicha re-
construccidn estuvo motivada por un intenso e interesante debate, que tuvo
lugar en las Gltimas décadas del siglo XIX, respecto del papel del “postulado
de Zolt” en la teoria del area. En segundo lugar, sostendré que, dado el
reconocido objetivo de Hilbert de proporcionar una axiomatizacion estric-
tamente sintética de la geometria elemental, la construccién de la teoria del
area representé un desafio muy importante. Mas precisamente, argumentaré
que este desafio consistia en proporcionar un nuevo fundamento para esta
parte central de la geometria elemental, que sea a la vez ldgicamente sélido y
estrictamente geométrico, 1.e., un fundamento en el que se evite toda referencia
esencial a supuestos y consideraciones numéricas. Por altimo, defenderé que
un aspecto medular del “reto de Hilbert” en la teoria de las magnitudes
poligonales consistié en encontrar una prueba del mencionado “principio
fundamental”, que sea completamente consistente con aquellos estrictos re-
querimientos epistemologicos y metodoldgicos establecidos para su axioma-
tizacién de la geometria.

Mi estrategia serd la siguiente: en la seccién 2 realizaré unas breves
aclaraciones conceptuales y terminoldgicas sobre el concepto de area en la
geometria plana, que resultaran relevantes para las discusiones subsiguientes.
Seguidamente, en la seccion 3, comentaré muy brevemente las ideas cen-
trales de un debate sobre la teoria de la equivalencia de poligonos planos,
que constituy6 el contexto inmediato de las contribuciones de Hilbert. En
la seccidn 4 me ocuparé de presentar el llamado “principio fundamental” de
las magnitudes poligonales y de comentar su funcién especifica en la teoria
del area. A continuacidn, en la seccidén 5, me encargaré de identificar los
requerimientos epistemologicos y metodoldgicos establecidos por Hilbert
para su construccidn de esta parte central de la geometria elemental. Luego,
en la seccidén 6, analizaré dicha construccion de acuerdo con su presentacion
final en Fundamentos. Concluiré el trabajo con algunas reflexiones sobre las
consecuencias epistemoldgicas de esta contribucidn técnica de Hilbert.”

* A menos que sea explicitamente indicado, todas las traducciones son de mi autorfa.

EDUARDO N. GIOVANNINI - El reto de Hilbert en la teoria de las magnitudes poligonales | 207-235



2. Acerca de la teoria de las magnitudes poligonales

Para comenzar, resultard conveniente introducir algunas distin-
ciones conceptuales y terminologicas. En este trabajo, al hablar
de poligonos planos tendré en mente exclusivamente lo que actualmente
se entiende por “poligono simple”, a saber: todo aquel poligono en el
que todos los vértices son distintos unos de otros, ningin vértice cae en
un lado y dos lados cualquiera no tienen entre si punto comun. Utilizaré
el término “area” de un modo general para referirme a la cantidad de su-
perficie de un poligono (simple) en el plano. Es decir, si la superficie o
extensién supetficial es la magnitud definida por el conjunto de los poligonos
en el plano, la cantidad de esta magnitud se denomina area; Hilbert emplea
el término “contenido superficial” (Fliacheninhalt) —o a veces simplemente
“contenido” (Inhalt)— para referirse de un modo general a la nocién de
drea de un poligono plano. Entenderé aqui por “magnitud” a la cualidad
comun que hace que los elementos de un conjunto de objetos geomé-
tricos sean igualables y sumables. Del mismo modo, diré que todos los
elementos de dicho conjunto iguales entre si tienen la misma cantidad de
esta magnitud. En otras palabras, la cantidad es lo que tienen en comun los
elementos iguales entre si, mientras que la magnitud es el caricter coman a
todos los elementos del conjunto.®

Ahora bien, es posible identificar dos modos distintos segin los cuales
la nocién de area de una figura rectilinea plana puede ser abordada y con-
ceptualizada. Por un lado, un abordaje puramente geométrico que consiste
en comparar las dreas de las figuras rectilineas planas sobre la base de la re-
lacién de congruencia geométrica. Este abordaje “puramente geométrico”,
conocido como la teoria de la equivalencia de poligonos, consiste en esta-
blecer la igualdad de area o “equivalencia” de un par de poligonos planos
a partir de la posibilidad de su descomposicion y/o composiciéon en otros
poligonos componentes congruentes uno-a-uno; de acuerdo con esta pers-
pectiva, el area de un poligono plano puede ser definida estrictamente como
una clase de equivalencia. Mas precisamente, si P es el conjunto de los po-
ligonos planos y A una determinada relacién de “igualdad de area”, dicha
relacion determina el conjunto cociente P/A = P,, es decir, el conjunto de las
clases de equivalencia en las que queda partido el conjunto P mediante la
relacién (de equivalencia) A. Luego, se llama drea de un poligono a cada una
de las clases de equivalencia del conjunto cociente P,.

5 Sobre esta distincién puede verse Puig Adam 1980.
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Por otro lado, un abordaje “métrico”, que consiste en desarrollar una
teoria de la medida de la cantidad de superficie de un poligono plano. Este
abordaje métrico consiste asi en introducir funciones de medida de area que
asignan a cada una de las distintas figuras rectilineas en el plano un namero
(real) positivo, por lo general de acuerdo con las féormulas habituales que
toman como unidad de medida al cuadrado de lado unidad. De acuerdo
con esta perspectiva, el area de un poligono plano es, en cambio, un niimero
(real) positivo.®

La expresion “teoria de las magnitudes poligonales” refiere por lo
tanto a la teoria del area de los poligonos planos en un sentido general, es
decir, al estudio de la (cantidad de) magnitud especifica definida por estas
figuras geométricas. Dicho estudio puede llevarse a cabo por medio del es-
tablecimiento de una teoria de la medida de area de los poligonos planos, a
través del desarrollo de una teoria geométrica de la equivalencia (o igualdad
de area) de dichas figuras geométricas, o por medio de una combinacién de
ambas teorias.

Es oportuno mencionar que aunque en los actuales tratados de geo-
metria resulta habitual desarrollar la teoria de las magnitudes poligonales a
partir de la teoria de la medida de area, caracterizando ademis esta Gltima
nocién como una funcién que toma valores numéricos, la gran mayoria de
los manuales de geometria de fines del siglo XIX buscaban en cambio pro-
porcionar en primer lugar un fundamento sélido para la teoria geométrica
de la equivalencia, para luego construir sobre esta una teoria de la medida.’
Este proceder obedecia a una idea muy difundida y compartida entre los
gedmetras de la época: la posibilidad de desarrollar una teoria de la medida
de las areas poligonales presuponia que se haya demostrado previamente que
los poligonos planos determinan efectivamente una clase de magnitudes
geométricas, y para no recaer en una argumentacioéon circular, dicha prueba
debia ser obtenida sobre la base de la teoria geométrica de la equivalencia.
Para los gedmetras de fines del siglo XIX, la teoria geométrica de la equi-
valencia tenia asi una prioridad epistemolégica y metodolégica por sobre la teoria
de la medida de area.

Esta importancia depositada sobre la nociéon geométrica de equiva-
lencia de poligonos permite explicar que, en las altimas tres décadas del
siglo XIX, principalmente en Italia, Francia y Alemania, esta teoria fue

® En adelante, utilizaré el término “medida de drea” para referirme al concepto métrico de
drea de un poligono plano.

7 Esta estrategia puede apreciarse cabalmente, por ejemplo, en Faifofer 1880, Enriques y
Amaldi 1903, dos manuales muy influyentes hacia fines del siglo XIX y comienzos del XX.
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objeto de un intenso estudio y de un interesante debate. Mas aun, dichas
discusiones constituyen el contexto inmediato que dio lugar a las investi-
gaciones de Hilbert sobre la teoria del area. Resultard de provecho indicar
algunas de las ideas centrales de estas discusiones.®

3. La teoria de la equivalencia geométrica

as discusiones recién mencionadas sobre la teoria de la equivalencia
de poligonos tuvieron como referencia fundamental la teoria del
area desarrollada por Euclides en los primeros seis libros de Elementos. Ello se
explica en virtud de que, hacia fines del siglo XIX, las proposiciones sobre
la igualdad de area de poligonos incluidas en el libro primero —1.35 a 1.48—
constituian el ntcleo fundamental de la teoria del area. El objetivo manifiesto
de estos gedmetras decimondnicos fue proporcionar un nuevo fundamento,
légicamente riguroso, para aquella teoria geométrica. Qué debe entenderse aqui
por “légicamente riguroso” quedard mas claro en lo que sigue.
El problema del area de los poligonos planos aparece tempranamente
en Elementos. La proposiciéon 35 del libro I reza de la siguiente manera:

1.35. Los paralelogramos que estan sobre la misma base y entre las mismas
paralelas son iguales entre si.

A D E F

B C

Figura 1: Elementos, 1.35

La estrategia que utiliza Euclides para demostrar aqui la “igualdad”

(de area) de los dos paralelogramos consiste en sumar y quitar figuras respecti-

8 Para un examen de estas discusiones véase Volkert 1999.
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vamente congruentes, operaciones que funda en las condiciones establecidas en
las nociones comunes. Mas precisamente, apelando a las proposiciones 1. 29 y 1.
34, prueba primero que los tridingulos ABE y DCF son iguales, en el sentido
de congruentes. Enseguida, senala que los trapecios ABGD y EGCEF se ob-
tienen de quitarle a aquellos tridngulos el mismo tridngulo DGE, de donde
se sigue que son iguales por la nocién comtn 3 (“Y si de cosas iguales se
quitan cosas iguales, los restos son iguales”). Pero los paralelogramos ABCD
y EBCF se obtienen de anadir el mismo tridngulo BCG a aquellos trapecios
iguales, de donde se puede concluir que son iguales por la nocién comtn 2
(Y si se afladen cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales”).

Dicho de un modo esquemitico, la caracteristica fundamental del
tratamiento del area de las figuras rectilineas planas que se encuentra en
Elementos consiste en que la nocidén de “igualdad de area” no es definida
en ningin momento de manera explicita, sino que en cambio es intro-
ducida como una relacién no definida que satisface ciertas propiedades basicas
expresadas en las nociones comunes. Mas aun, esta aplicacion sistematica de
las nociones comunes en el estudio de las dreas poligonales se funda en
la suposicién basica segtn la cual estas constituyen wuna clase de magnitudes
geométricas, es decir, que se puede definir para ellas una operacién de suma 'y
una relacién de igualdad (no trivial), tal que se cumple la ley de tricotomia
(utilizando terminologia moderna).

Las propiedades tomadas de las nociones comunes, que Euclides
utiliza en las demostraciones de las proposiciones sobre la “igualdad de area”
de poligonos, son las siguientes:

1. Figuras congruentes son iguales (en area).

2. Figuras iguales (en area) a una tercera, son iguales (en area) entre si.

3. Sumas de figuras iguales (en area) son iguales en area.

4. Diferencia de figuras iguales (en area) son iguales en area.

5. Las mitades de figuras iguales (en area) son iguales en area.

6. Una figura es mayor (en area) que cualquiera de sus partes.

7.S1i un par de cuadrados son iguales (en area), entonces sus lados son

iguales (congruentes).

La critica central que recibié la teoria del 4rea desarrollada por Eu-
clides en Elementos, en la segunda mitad del siglo XIX, estaba dirigida al
papel que desempefiaban las nociones comunes. En efecto, la idea funda-
mental de estos gedmetras era que, si lo que se buscaba era proporcionar un
fundamento légicamente sélido para la teoria de la equivalencia, entonces
las relaciones de igualdad y desigualdad de area, junto con la operacién de
suma de poligonos, debian ser definidas explicitamente de un modo ade-
cuado y sus propiedades fundamentales debian ser demostradas a partir de
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estas definiciones. En otras palabras, lo que se exigia era que las propiedades
(de la relacién de “igualdad de drea”) expresadas en las nociones comunes no
sean simplemente tomadas como axiomas o principios indemostrables de la
geometria, sino que sean demostradas a partir de aquellas definiciones ma-
tematicamente exactas. Este nuevo procedimiento permitiria, ademas, probar
que los poligonos planos constituyen una clase de magnitudes geométricas,
a saber: la extensioén superficial.

Uno de los gedémetras que formuld esta critica con mayor claridad
fue el matemaitico francés Jean-Marie Duhamel (1797-1872), en una obra,
de naturaleza no sélo matematica sino también filoséfica, titulada Des mé-
thodes dans les sciences de raisonnement (1866-1872). Para ilustrar esta objecion
al método de Euclides, Duhamel toma como ejemplo la nocién coman 5
de Elementos, es decir, el conocido principio segun el cual “el todo es mayor
que las partes™:

De esta manera, de acuerdo con el sentido que le hemos dado a las palabras
“todo”, “parte”, “mayor” y “menor”, se observa que un todo es mayor
que una de sus partes, o que la parte es menor. Por lo tanto, es un error
haber hecho de esta proposicién un axioma fundamental que numerosos
autores de tratados de geometria han exigido que sea admitida como
evidente, ubicandola asi entre sus postulados o verdades indemostrables.
Esta equivocacidn, ciertamente seria, consiste en tomar por una “verdad de
intuicion” (vérité de sentiment) algo que no es sino una “verdad por definicién”.
(Duhamel 1878:7)

El requerimiento que expresa aqui Duhamel para la construccién
rigurosa de la teoria de la equivalencia, que se convirtié ripidamente en un
criterio adoptado en todos los manuales de geometria de la época, era asi el
siguiente: la propiedad fundamental de la equivalencia de poligonos, segin
la cual un poligono no puede ser equivalente con una parte propia suya, no
debe ser tomada como un axioma, sino que debe ser demostrada a partir de
las definiciones de igualdad y desigualdad de area, y de suma de poligonos.
Del mismo modo, este mismo criterio debia ser aplicado al resto de las pro-
piedades fundamentales de la relacién de “igualdad de area”.

Ahora bien, en lo que respecta a la relacidon de equivalencia de po-
ligonos, Duhamel propuso la siguiente definicién: “dos magnitudes de una
especie cualquiera se llaman equivalentes cuando estin compuestas de partes
respectivamente iguales, o cuando son limites de magnitudes compuestas
de partes respectivamente iguales” (Duhamel 1878: 446). Esta definicion se
corresponde con bastante exactitud con lo que actualmente se conoce como
la relacién de equidescomposicion: dos poligonos son equidescomponibles si
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es posible descomponerlos en el mismo nimero de poligonos partes con-
gruentes en parejas o uno-a-uno.” Hasta la aparicién de Fundamentos de
Hilbert en 1899, todas las reconstrucciones de la teoria geométrica de la
equivalencia estuvieron basadas en esta relacién de equidescomposicion.

Ademas de formular esta definicién explicita de la relacién de
igualdad de area de poligonos, Duhamel indicé en su libro cémo debia
procederse a los efectos de proporcionar un nuevo fundamento riguroso
para la teorfa de la equivalencia de poligonos, a saber: debian proporcio-
narse nuevas demostraciones de las proposiciones fundamentales contenidas
basicamente en libro I de Elementos, utilizando para ello estrictamente la
definicién de “igualdad de area” o equivalencia y los conocidos teoremas
sobre la congruencia de tridangulos, paralelogramos y demas figuras recti-
lineas planas.

Esta tarea fue llevada a cabo principalmente por el matematico
italiano Aureliano Faifofer (1849-1909) en un manual de geometria que
ejercié una influencia notable en la época. En sus Elementi di geometria, Fai-
fofer desarroll6 nuevas demostraciones de todas las proposiciones habituales
sobre la igualdad de area de poligonos, siguiendo cuidadosamente el método
de demostracién pensado por Duhamel. Por ejemplo, entre estas demos-
traciones se destacan las pruebas de la proposiciéon 1.35 de Elementos —que
hemos enunciado recién—y del conocido teorema del Gnomon (es decir,
la proposicién 1.43 de Elementos). Sin embargo, el aspecto mas importante
de la reconstrucciéon de Faifofer de la teoria de la equivalencia residié en
que alli se ofrecieron por primera vez demostraciones de (algunas de) las
propiedades fundamentales de la relacién de igualdad de area, desarrolladas
exclusivamente sobre la base de la definicion explicita de equivalencia (i.e.,
equidescomposicion) y de los teoremas de congruencia de las diversas clases
de poligonos planos. Por ejemplo, Faifofer demuestra que “dos superficies
equivalentes a una tercera son equivalentes entre si” y que “si se suman
superficies equivalentes a superficies equivalentes, entonces se obtendran su-
perficies equivalentes” (véase Faifofer 1880).

La presentacion de Faifofer constituyé un avance importante en la
“rigorizacién” de la teorfa de la equivalencia de poligonos y se convirtid
muy rapidamente en la referencia fundamental de la teorfa, hacia las Gltimas
dos décadas del siglo XIX; sin embargo, no estaba exenta de problemas.
Diversos matemdticos notaron que dicha reconstruccién presentaba un
problema importante cuando debia enfrentarse a la demostraciéon de uno

9 Esta definicién fue sugerida por primera vez por Gerwien 1833.
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de los teoremas centrales de la teoria, segtn el cual “si dos tridngulos son
iguales (en 4rea) y tienen bases iguales, entonces sus alturas relativas son
iguales entre si”, esto es, el teorema correspondiente a la proposiciéon 1.39
de Elementos. Mas precisamente, en un breve tratado titulado Principii della
eguaglianza di poligoni, publicado en 1881, el matematico italiano Antonio de
Zolt (1847-1926) realizé una serie de consideraciones criticas sobre la teoria
de la equivalencia que en gran medida promovieron las investigaciones de
Hilbert.

4. El principio fundamental de las magnitudes poligonales

Hemos senalado en la seccién anterior que las dificultades prin-
cipales con la nueva fundamentacién de la teoria de la equi-
valencia de poligonos estaban vinculadas con la demostracién de la propo-
sicién 1.39 de Elementos. Recordemos rapidamente la prueba de Euclides.

1.39. Los triangulos iguales que estan sobre la misma base y en el mismo lado,
estan también entre las mismas paralelas.

A D

Figura 2: Elementos, 1.39

La prueba de Euclides es indirecta o por el absurdo. Sean ABC y
DBC los dos triangulos de igual area que estan sobre la misma base BC
(Fig. 2). Hay que probar que BC es paralela a AD. Pues supongamos que AD
no es paralela a BC, entonces por 1.31 sabemos que es posible trazar desde
el punto A una recta paralela a BC, que designamos AE. Luego, el tridngulo
ABC es igual al triangulo EBC, ya que estan en la misma base y en la misma
paralela (1.37). Dado que ABC es igual a DBC, por la nocién comun 1 se
sigue que DBC es igual a EBC. Sin embargo, ello no es posible, ya que en
ese caso el mayor (DBC) seria igual a la parte (EBC), lo cual contradice la
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nocién comun 5. De alli se sigue que AE no es paralela a BC. De la misma
manera se puede probar que cualquier otra recta trazada desde A, y distinta
de AD, no es paralela a BC; por lo tanto, AD es paralela a BC.

Para probar la proposiciéon 1.39, Euclides se basa asi esencialmente
en la aplicaciéon de la nocidén comtn 5:*Y el todo es mayor que las partes”.
Ahora bien, puesto que el objetivo declarado de los gedmetras del siglo XIX
era proporcionar un nuevo fundamento “logicamente riguroso” para la
teoria euclidiana del area, Faifofer (1880) ofrece una nueva demostraciéon de
esta proposicion fundamental, en la que se busca evitar la referencia a aquella
nociéon comun. Esta nueva demostraciéon es también indirecta y procede
como sigue. En primer lugar, comienza mencionando un teorema demos-
trado previamente, segin el cual todo tridngulo es equivalente con un rec-
tingulo de igual base y de la mitad de altura.'” A continuacién razona de la
siguiente manera: consideremos dos rectingulos equivalentes entre si, que
tienen la misma base y la mitad de altura de los tridngulos dados. Supon-
gamos entonces que las alturas de estos tridngulos, y por lo tanto las alturas
de los rectangulos, son desiguales. En ese caso, tendriamos que el rectingulo
que tiene menor altura es equivalente con una parte del otro rectingulo. Sin
embargo, ello no es posible, puesto que sabemos que los dos rectingulos son
equivalentes. En consecuencia, los dos tridngulos deben tener la misma altura
(véase Faifofer 1880).

El problema fundamental con este esquema de demostracion, observo
Zolt, era que la inferencia de que los dos rectingulos no son equivalentes,
puesto que uno coincide con una parte del otro, no estaba justificada, sino
que se apoyaba implicitamente en la proposicién segin la cual “dos rectan-
gulos que tienen bases iguales y alturas desiguales no son equivalentes” (Zolt
1881: 11). Sin embargo, esta proposicién tampoco estaba justificada, sino
que se basaba en un principio que resultaba evidente de suyo, en tanto que
expresaba una propiedad esencial de las magnitudes geométricas, pero que
debia ser explicitamente postulado para que la teoria del area pudiera ser
desarrollada de un modo estrictamente deductivo y légicamente riguroso. La
formulacién de dicho principio es la siguiente: “Si un poligono es dividido
en partes de un modo cualquiera, no es posible, prescindiendo de una de
esas partes, disponer las restantes de modo tal que cubran enteramente el
poligono” (Zolt 1881: 12).

Podria pensarse que el “postulado de Zolt” —o el principio fundamental
de las magnitudes poligonales, como era conocido en aquella época—no es sino

10 Este teorema es una consecuencia inmediata de la proposicién 1.41 de Elementos.
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una formulacién puramente geométrica y matematicamente precisa de la
nocién comin 5 para el caso particular de las areas poligonales. Mas atn, la
funcidn especifica que desempenia este postulado en la teoria del area es ga-
rantizar la existencia de una relacion de orden (lineal) para los poligonos planos,
sin la cual la teoria misma no tiene ningun sentido o contenido. En efecto,
supongamos que se define una relacién de orden de la siguiente manera:
dados dos poligonos cualesquiera Py Q, decimos que P es mayor que Q siy
solo si existe un poligono P’, contenido propiamente en P, tal que P’y Q
son equivalentes (i.e., equidescomponibles); es decir, P es mayor que Q siy
solo si Q es equivalente a una parte propia de P.!' Es evidente que para que
esta definicién efectivamente permita introducir una relacién de orden (lineal)
entre los poligonos planos, del hecho de que P sea mayor que Q se debe
seguir que no es posible que P sea equivalente con Q. Sin embargo, esta
imposibilidad no es una consecuencia de la definicién de equivalencia de
poligonos, sino que debe ser establecida explicitamente en una proposiciéon
especifica. Luego, esta es la funcidén que desempena el postulado de Zolt en
la teoria del area poligonal.

La inclusién del postulado de Zolt como un nuevo principio de la
geometria permitia asi completar la nueva fundamentacion, “légicamente ri-
gurosa”y estrictamente deductiva, de la teoria de la equivalencia; sin embargo,
dado que en el fondo este postulado establecia, de un modo mas preciso, la
condicidn expresada en la nocién comun 5, se trataba de una proposicion que
debia ser demostrada como un teorema, antes que ser postulada como un nuevo
axioma de la geometria. Es por ello que, inmediatamente tras la aparicion del
libro de Zolt, proliferaron multiples intentos de demostracion, aunque todos
ellos fueron infructuosos. Hacia fines del siglo XIX, el esquema seguido en
los manuales de geometria consistia entonces en construir la teoria del area
plana incluyendo el “principio fundamental” como un nuevo axioma de la
geometria. Entre los textos mas influyentes en los que se sigue esta estrategia se
encuentra la segunda edicion de Faifofer (1880), Paolis (1884), Stolz (1894) y
el muy influyente tratado de Enriques y Amaldi (1903).

Ahora bien, aunque en Fundamentos solo se encuentran referencias
circunstanciales al respecto, la importancia e influencia de estas discusiones
para la reconstruccién de la teoria del area desarrollada alli es manifiesta. En
efecto, como veremos en lo sigue, en sus notas manuscritas de clases para
cursos de geometria, Hilbert destaca explicitamente que el problema mas

! Una definicién alternativa, pero equivalente, de la relacién mayor que (y menor que) entre
poligonos planos es la siguiente: dados tres poligonos cualesquiera P, Qy S, decimos que P
es mayor que Q si Pes equidescomponible con Q+ S. Véase Puig Adam 1980.
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apremiante en la fundamentacién rigurosa de la teoria del area residia en la
correcta introduccion de las relaciones de orden para los poligonos planos; mas atn,
2

este problema consistia basicamente en encontrar una prueba del “axioma
de Zolt, que sea adecuada desde un punto de vista metodolégico 'y epistemoldgico.

5. El reto de Hilbert en la teoria de las magnitudes poligonales

En el semestre de invierno de 1898-1899 Hilbert impartié un
curso titulado “Elementos de la geometria euclidiana” (Elemente
der Euklidischen Geometrie). Las notas de clases correspondientes a este curso
sirvieron de base, poco después, para la elaboracién final de la primera
edicion de Fundamentos. En relacidén a la teoria del area en el plano, Hilbert
senala alli lo siguiente:

Los teoremas [recién] demostrados sobre la equivalencia (Inhaltsgleichheir) son
completamente rigurosos'?; sin embargo, en un examen mas detallado reco-
nocemos que todos ellos no tienen por el momento contenido alguno. En
efecto, todavia no sabemos en absoluto si existen en general poligonos que tienen
distinto contenido [superficial].Y no solo debemos conocer este hecho, si que-
remos comenzar algo con nuestros teoremas, sino que ademas necesitamos
el siguiente teorema: Si A, B, C, D, C’, D’ son seis puntos, tales que ABCD
y ABC’D’ son rectangulos, y C se encuentra entre By C’, entonces estos
rectingulos no son equivalentes.Veremos que solo necesitamos este teorema,
que también puede ser expresado de la siguiente manera: si dos tridngulos
equivalentes tienen la misma base, entonces también tienen la misma altura.
(Hilbert 1898: 371. El énfasis es mio)

En primer lugar, Hilbert advierte aqui que el problema central en la
construccién de la teoria de la equivalencia consiste en garantizar la existencia
de una relaciéon de orden para los poligonos planos. En efecto, si no se esta-
blecen relaciones de desigualdad para los poligonos, entonces los conocidos
teoremas sobre la igualdad de 4rea no tendrian ningin contenido, puesto que
podria llegar a inferirse que estrictamente fodos los poligonos tienen areas
iguales. En segundo lugar, Hilbert vincula directamente este problema con
las discusiones que hemos mencionado sobre la prueba de la proposicion
1.39 de Elementos y su inmediata relacién con el teorema segtin el cual dos

12 Hilbert se refiere aqui a la ya mencionada proposicién 1.35 y al teorema segtin el cual todo
tridngulo es equivalente con un rectdngulo de igual base y mitad altura.
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rectangulos con la misma base y alturas desiguales no pueden ser equivalentes.
Ahora bien, respecto de la demostracion de 1.39, Hilbert realiza en
otro de sus cursos la siguiente observacion:

Sin embargo, no se sigue [de lo anterior] el teorema reciproco, segin el
cual tridngulos equivalentes (Inhaltsgleich) con la misma base tienen la misma
altura. La prueba habitual utiliza asi el hecho de que una figura nunca puede
ser igual a una parte suya, y ello equivale a la introduccién de un nuevo
axioma, que Euclides también enuncia. Sin embargo, de ningiin modo re-
sulta inmediatamente evidente a partir de los axiomas I-IV que una figura
no puede ser equivalente a una parte, en el sentido antes definido [...]. De
la posibilidad de medir las dareas (Inhalf) por medio de nitmeros no se puede hablar
todavia aqui, sino mas bien que ello debe ser primero demostrado. (Hilbert 1905: 77.

El énfasis es mio.)

Del mismo modo, en un curso un poco posterior, Hilbert realiza una
declaracién muy interesante respecto de la utilizacién que hace Euclides del
principio “el todo es mayor que la parte” en la prueba de la proposicién 1.39:

Este modo de inferencia no esta justificado, puesto que una vez que hemos
establecido el significado de [la relacion de| igualdad de area, entonces no nos
estd mas permitido adoptar aquel principio como un axioma. Esta suposicion
podria incluso resultar incompatible con nuestra definicion de “igualdad de
area” (Inhaltsgleichheit) [...] Aqui se presenta también un error notorio en el
procedimiento de prueba. Si queremos lograr que esta inferencia sea llevada
a cabo de un modo correcto, entonces debemos proporcionar una demos-
tracion del teorema utilizado por Euclides, segtin el cual el todo es mayor
que la parte. (Hilbert 1917: 90)

Vemos asi que, para Hilbert, la construccién de un fundamento 16gi-
camente sOlido para la teoria del area exigia que se proporcionara una demos-
tracién del “axioma de Zolt”,1i.e., de la formulacién matematicamente precisa
y estrictamente geométrica de la nociéon comin 5. En primer lugar, ello se
debe a que la imposibilidad de que un poligono sea equivalente con una
parte propia no es un hecho que se sigue inmediatamente de la definicién
de “equivalencia” de poligonos; se trata de una condicién que no puede ser
simplemente asumida, sino que debe ser demostrada. En segundo lugar, si
efectivamente es posible ofrecer una prueba de dicho principio utilizando
los axiomas I-IV (incidencia, orden, congruencia y paralelas), entonces ello
revelaria que se trata de una proposicion que no es independiente de aquellos
axiomas; al asumir el postulado como un axioma, se viola el requerimiento
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de independencia de los axiomas, establecido por Hilbert como una condicién
fundamental para la construccién de todo sistema axiomatico.

Ahora bien, es claro que la prueba del “axioma de Zolt” debia ademas
respetar los requerimientos metodologicos y epistemologicos establecidos
por Hilbert de un modo general para su axiomatizacién de la geometria. En
primer lugar, en tanto que uno de sus objetivos centrales en Fundamentos era
ofrecer una axiomatizacion estrictamente sintética de la geometria euclidiana,
la mentada demostracién debia evitar toda apelacién a presupuestos o con-
sideraciones numeéricas. Esta observacion resulta pertinente en tanto que,
algunos meses antes de la apariciéon de la monografia hilbertiana, Wilhelm
Killing (1847-1923) desarrollé una prueba muy detallada del principio de
Zolt basada esencialmente en la nocién de medida de drea de un poligono
caracterizada por medio de funciones integrales definidas, es decir, definida
como una funcién que tomaba valores numéricos. Es asi evidente que esta
estrategia “analitica” de prueba resultaba claramente inadecuada para los re-
querimientos epistemologicos y metodologicos de Hilbert, que consistian
en evitar en la medida de lo posible la introduccién de consideraciones nu-
méricas en la construccion axiomatica de la geometria elemental.”

En segundo lugar, puesto que otro objetivo explicito de Hilbert con-
sistla en reconstruir la mayor parte posible de la geometria elemental pres-
cindiendo de las consideraciones de continuidad, la prueba del principio de
Zolt debia ser llevada a cabo sin asumir ningiin axioma de continuidad, especial-
mente, el axioma de Arquimedes. Este segundo requerimiento estd inmedia-
tamente ligado, como veremos, al empleo de la relacion de equidescomposicion.

El “reto de Hilbert” en la teoria de las magnitudes poligonales con-
sistia asi en proporcionar un nuevo fundamento para esta parte central de la
geometria elemental que sea a la vez légicamente sélido'y estrictamente geométrico.
Que sea loégicamente solido significaba que, a diferencia de lo que ocurria
en los manuales de geometria de fines del siglo XIX, el postulado de Zolt
debia ser demostrado y no simplemente asumido como un axioma. Que sea
estrictamente geométrico significaba, en cambio, que dicha prueba debia ser
llevada a cabo “de un modo elemental”, es decir, evitando toda referencia
fundamental a presupuestos y consideraciones numeéricas; especialmente, la
nocién de medida de area debia ser introducida de un modo puramente
geométrico y por lo tanto no como una funcidén que toma valores numé-
ricos. En lo que resta del articulo nos ocuparemos de analizar cémo Hilbert
llevé a cabo esta tarea.

13 Mis detalles de esta prueba se encuentran en Killing 1898.
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6. La teoria del area en Fundamentos
6.1. Equivalencia de poligonos y continuidad

omo resultaba habitual en los manuales de geometria de fines

del siglo XIX, Hilbert comienza su construccién de la teoria del
area plana estableciendo los teoremas fundamentales sobre la equivalencia de
poligonos. Mis precisamente, tras ofrecer definiciones precisas de los con-
ceptos de poligono (simple), descomposicion y composicién o suma de po-
ligonos, Hilbert introduce dos nociones de la relacion de igualdad de area, a
saber: la ya conocida relacion de “equidescomposicion” (Zerlegungsgleichheit)
y la relacién de “equicomplementariedad” (Erginzungsgleichheir).

Definicién. Dos poligonos simples se laman equidescomponibles cuando se
pueden descomponer en un ndmero finito de tridngulos, los cuales son con-
gruentes entre si por parejas.

Definicién. Dos poligonos simples Py Q se llaman equicomplementarios cuando
se les puede agregar un ntimero finito de parejas de poligonos equidescom-
ponibles P’, Q’; P”, Q”; ... ; P”’, Q””, tal que los poligonos resultantes P +
PP+ P’+ ... +P”yQ+ Q + Q"+ ... + Q”sean equidescomponibles
(Hilbert 1999: 70)."

Q” p”
Q” e

Figura 3: Poligonos equicomplementarios.

En cierto sentido, Hilbert recupera con sus dos nociones de “equiva-
lencia” la estrategia de Euclides para el estudio de las areas. Es decir, el con-
cepto de equidescomposicion representa el criterio que establece la igualdad

4 Hilbert introdujo el término “equidescomposicién” (Zerlegungsgleichheit) en la segunda
edicién de Fundamentos, en 1903; en la primera edicién utiliza en cambio el término “igual-
dad de superficie” (Flichengleichheit). Por otro lado, la expresién “equicomplementariedad”
(Erginzungsgleichheit) aparece por primera vez en la séptima edicién, en 1930. En las edicio-
nes anteriores emplea la expresién “igualdad de contenido” (Inhaltsgleichheit).
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de area de dos figuras planas a partir de mostrar que dichas figuras pueden
ser obtenidas por medio de la operacion de sumarles pares de figuras respec-
tivamente congruentes, operaciéon que Euclides fundaba en la aplicacién de
la nocién comtn 2. Por esta razdn, la relaciéon de equidescomposicion fue
también referida como igualdad por suma. En cambio, la nocién de equicom-
plementariedad expresa el criterio que determina la igualdad de area de un
par de poligonos sobre la base de exhibir que tales figuras son el resultado de
efectuar la operacion de quitarles pares de poligonos respectivamente con-
gruentes a otro par de poligonos iguales en area; en la teoria de Euclides,
este criterio de igualdad de area estaba basado en la aplicaciéon de la nocidn
comun 3. Por esta razon, la relaciéon de equicomplementariedad fue también
conocida como igualdad por diferencia."

Ahora bien, luego de probar que las relaciones de “equidescom-
posicidén” y “equicomplementariedad” satisfacen la propiedad transitiva,'®
Hilbert las utiliza para formular algunos de los teoremas fundamentales sobre
la equivalencia de tridngulos y paralelogramos de la siguiente manera:

Teorema 44. Dos paralelogramos de igual base e igual altura son equicomple-
mentarios.

Teorema 45. Un triangulo ABC es siempre equidescomponible con un cierto
paralelogramo de igual base y mitad altura.

Teorema 46. Dos triangulos con igual base e igual altura son equicomplemen-
tarios (Hilbert 1999:71-72. El énfasis es mio).

Hilbert se ocupa de probar solo el segundo de estos teoremas y se
limita a sefialar que “la manera de razonar de Euclides” permite demostrar
con facilidad los dos teoremas restantes (Hilbert 1999: 71). Sin embargo, se
plantea aqui la pregunta respecto de si las nociones de “equidescomposicion”
y “equicomplementariedad” son equivalentes, es decir, de si por ejemplo la
proposicion “dos paralelogramos de igual base e igual altura son equidescompo-
nibles” es también valida. Recurriendo a su novedosa técnica de construcciéon
de “modelos™ analiticos de los axiomas geométricos, Hilbert consiguid ofrecer
una respuesta precisa a este interrogante, al mostrar que las relaciones de equi-
descomposicion y equicomplementariedad son equivalentes dnicamente si se
presupone la validez del axioma de Arquimedes. Por medio de la construccion

15 Sobre estas designaciones alternativas véase Amaldi 1900.

1 De esta manera, Hilbert prueba que estas relaciones de igualdad de area son relaciones de
equiualencia, puesto que las propiedades reflexiva y simétrica son consecuencias inmediatas de
las definiciones.
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de un modelo de una geometria no arquimedeana, Hilbert logré mostrar como
es posible que dos tridngulos (y lo por tanto dos paralelogramos) sean
equicomplementarios, pero no equidescomponibles. Este resultado permite
explicar por qué decidié utilizar en su reconstruccién de la teoria del drea en
el plano dos conceptos de equivalencia de poligonos, en lugar de utilizar solo la
nocién de equidescomposicién, como ocurria en todos los textos de geometria
de la época. La introduccién del concepto de equicomplementariedad
obedece a su objetivo epistemoldgico y metodoldgico central de reconstruir
la mayor parte posible de la geometria elemental sin asumir ningtin axioma de
continuidad, en particular el axioma de Arquimedes.

Los restantes conocidos teoremas sobre la equicomplementariedad de
los poligonos planos, especialmente el teorema de Pitagoras, son una con-
secuencia inmediata de los teoremas recién mencionados; en particular, ello
puede ser llevado a cabo sin asumir la validez del axioma de Arquimedes.
Por ejemplo, Hilbert indica como de aquellos teoremas se sigue inmedia-
tamente el importante teorema segtin el cual a todo poligono simple, y en
particular a todo tridngulo, se le puede hacer corresponder un rectingulo
equicomplementario con una base b fija dada (véase Hilbert 1999: Teorema
47). Sin embargo, estos teoremas sobre la equicomplementariedad no re-
sultan de utilidad para obtener la problematica prueba de la proposicidon
fundamental 1.39 de Elementos, que Hilbert reformula ahora en su teoria de
la siguiente manera:

Teorema 48. Si dos tridngulos equicomplementarios tienen bases iguales, en-
tonces tienen también igual altura (Hilbert 1999: 74).

Con la formulacién de este teorema, Hilbert estd en condiciones de
abocarse a la tarea de resolver el desafio central en la fundamentacién de la
teoria del area plana, a saber: mostrar como es posible fundar relaciones de
desigualdad entre los poligonos planos, pero respetando el requerimiento de que
el postulado de Zolt sea demostrado como un teorema de la teoria; mas ain,
dicha prueba debia ser llevada de un modo estrictamente geométrico y sin
asumir el axioma de Arquimedes.

6.2. La demostracion del ““axioma de Zolt”’

ilbert advierte en primer lugar que para llevar a cabo una de-
mostraciéon del “axioma de Zolt”, la nocién de equivalencia
geométrica —mas especificamente, de equicomplementariedad— no es
suficiente, sino que ademas resulta necesaria la introduccién del concepto
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métrico de medida de area. Dicho concepto, sin embargo, es definido
de un modo puramente geométrico. Para ello Hilbert se apoya en dos
importantes resultados previamente alcanzados en Fundamentos, i.e., la
aritmética o cilculo de segmentos lineales (Streckenrechnung) y la teoria de
las proporciones y los tridngulos semejantes. Por un lado, Hilbert mostrd
que una vez que las operaciones de suma y multiplicacién de segmentos
lineales son definidas de un modo adecuado y puramente geométrico, es
posible utilizar los teoremas clasicos de Desargues y Pascal (Pappus) para
probar que dichas operaciones satisfacen todas las operaciones de un cuerpo
ordenado. Por otro lado, esta construccidén puramente geométrica de un
conjunto de elementos geométricos que satisface la estructura de un cuerpo
ordenado le permitié ofrecer una definicién adecuada de proporcionalidad
entre segmentos lineales y reconstruir la teorfa de los tridingulos semejantes,
sin presuponer ningun axioma de continuidad, especialmente el axioma de
Arquimedes.

En su fundamentacion de la teoria de la medida de las magnitudes
poligonales, Hilbert parte de la definicién de la funcién de medida de area de
triangulos, para luego definir a partir de estos la medida de area de poligonos
planos. La definicién de medida de area de tridngulos se corresponde con la
formula habitual, que utiliza como unidad de medida al cuadrado de lado
unidad. Una novedad de esta definicion es, sin embargo, que la funciéon de
medida no asocia a cada tridngulo en el plano un nmero real positivo, sino
que toma como valores a los elementos del cuerpo ordenado de la aritmética
de segmentos. La medida de area de un tridngulo es definida como un seg-
mento caracteristico s, que se obtiene al realizar el semiproducto de la base por
la altura correspondiente. En otras palabras, una virtud fundamental de la de-
finicién de Hilbert es que permite medir las areas de los poligonos por medio
de otros elementos geométricos como los segmentos lineales, pero conservando
las férmulas habituales para calcular la medida de area de las distintas figuras
rectilineas planas.

Una tarea central en la introduccién de esta definicidén cosiste en
probar que dicha funcién estd bien definida, en el sentido de que la medida
de drea de un tridngulo es independiente del lado que se tome como base
y de la altura correspondiente. Para ello Hilbert apela a su definicién de
proporcionalidad entre segmentos y a los conocidos teoremas sobre la seme-
janza de tridngulos. Recordemos que en Fundamentos la proporcionalidad de
segmentos es definida de la siguiente manera:

Definicién. Si a, b, a’, b’ son cuatro segmentos lineales, entonces la proporcion
a:b = a’: b’ no denota sino la igualdad de segmentos lineales ab’ = a’b (Hilbert

1999: 64).
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Con esta definicidn se explica qué significa geométricamente que dos
pares de segmentos son proporcionales, esto es, la igualdad del producto
de dos pares de segmentos lineales. Es importante mencionar que esta de-
finicién descansa esencialmente en la propiedad conmutativa del producto de
segmentos lineales, que Hilbert prueba con la ayuda del teorema de Pascal y
sin asumir en ningin momento la validez del axioma de Arquimedes.

Volviendo a la definicién de medida de rea de un tridngulo, con-
sideremos un tridngulo cualquiera ABC vy tracemos las alturas h, = AD vy
hy, = BE (figura 4). De la semejanza de los triangulos BCE y ACD se sigue
la siguiente proporcidén:

Dada la definicién de proporcionalidad propuesta por Hilbert, la pro-
porcidn anterior significa que a.h; = b.hy, lo cual prueba que la medida de
area de un tridngulo es independiente del lado escogido como base.

A ¢ B

Figura 4: Medida de drea de tridngulos.

A la medida de area de un tridngulo Hilbert le asigna ademis un
signo, en virtud de que el contorno del triangulo sea recorrido en sentido po-
sitivo o negativo. En simbolos, la medida de area del triingulo ABC reco-
rrido en sentido positivo se designa como [ABC], de donde se sigue que
[CBA] = — [ABC]. La medida de un tridingulo ABC, recorrido en sentido
positivo, es por lo tanto un segmento positivo s. La orientacién asignada a
los tridngulos es esencial para garantizar una propiedad fundamental de la
funcién de medida de area, a saber: dado un tridngulo cualquiera T, reco-
rrido en sentido positivo, la medida de area de T, es siempre positiva. Del
mismo modo, de la definicién anterior de medida de area de un tridngulo
también se sigue inmediatamente que si T’y 1”son tridngulos congruentes,
entonces Ty T’ tienen la misma medida de area.
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Ahora bien, la posibilidad de descomponer a todo poligono en triin-
gulos de un modo completamente determinado conduce a la definicién de
su medida de area: se llama medida de area de un poligono (en sentido po-
sitivo) a la suma de las medidas de area de los triangulos (recorridos en sentido
positivo) en las que queda dividido por una determinada descomposicidn.
El niicleo de la teoria de la medida de drea poligonal, y ciertamente la tarea
que ofrece mayores dificultades, consiste nuevamente en probar que dicha
funcién de medida estd bien definida, i.e., que la medida de drea queda
univocamente determinada por el poligono o es independiente del modo
de descomposicién en tridngulos utilizado para calcularla."”

La dificultad recién mencionada para demostrar que la funcién de
medida de area de poligonos estd bien definida se aprecia ademais en el
hecho de que dicha prueba sufrié modificaciones considerables en las suce-
sivas ediciones de Fundamentos.'® A los efectos de nuestro examen, bastara sin
embargo con indicar lo siguiente: el esquema general adoptado por Hilbert
en esta demostracién consiste en mostrar que la definicién de medida de
drea de tridngulos satisface también la propiedad aditiva, es decir, que si se
descompone un tridngulo en un nimero finito k de tridngulos parciales, la
suma de las medidas de areas de estos k tridngulos (en sentido positivo) es
igual a la medida de area del triangulo original (recorrido en sentido po-
sitivo). Esta propiedad fundamental de la medida de area de los tridngulos
permite probar, por medio de un razonamiento puramente geométrico,
que todo poligono determina univocamente su medida de area, indepen-
dientemente de la triangulacién escogida para calcularla. En efecto, sean T/
y T, dos triangulaciones distintas de un mismo poligono P. Es claro que
cada tridngulo de una descomposiciéon queda descompuesto en poligonos
por los segmentos pertenecientes a la otra descomposicion. Anadamos en-
tonces todos los segmentos que sean necesarios para que cada uno de estos
poligonos quede descompuesto, a su vez, en tridngulos. Evidentemente, las
dos triangulaciones T y T quedan a su vez descompuestas en exactamente
los mismos triangulos, de donde se sigue inmediatamente (por la propiedad
aditiva) que ambas arrojan la misma medida de area.

Puesto que se ha mostrado que tridngulos congruentes tienen la
misma medida de area y que la funcién de medida de area de poligonos

17 Las dificultades que conlleva la demostracién de que la funcién de medida de 4rea de un
poligono plano est4 bien definida son estudiadas en los manuales contemporaneos como, por
ejemplo, Moise 1974 y Hartshorne 2000.

'8 Las modificaciones mas importantes que efectud Hilbert al capitulo IV de Fundamentos son
mencionadas en Hilbert 1971.
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satisface la propiedad aditiva, se sigue de la definicién de medida de area
de poligonos que: si dos poligonos son equidescomponibles, entonces tienen
igual medida de area; y ademas que, si dos poligonos son equicomplemen-
tarios, entonces tienen igual medida de 4rea. Pero esta relacién de impli-
cacioén entre los conceptos de equidescomposicién y equicomplementa-
riedad y la nocién de medida de area permite probar muy ficilmente
la problematica proposicion 1.39 de Elementos, que en la reconstruccién
hilbertiana consiste en afirmar que, si dos triangulos equicomplementarios
tienen la misma base, entonces tienen también igual altura (Teorema 48).
En efecto, si llamamos b a la base de los tridngulos y designamos a las
alturas correspondencia por h y h’, entonces de la suposicion de que los
triangulos son equicomplementarios se deduce que tienen igual medida
de area, es decir,

Y2 bh = Y2 bh’.

De esta igualdad se sigue entonces inmediatamente que h y I’ son
iguales, es decir, que los tridngulos tendran necesariamente igual altura. Por
otro lado, Hilbert también prueba que la reciproca de la afirmacién anterior
es valida, es decir, si dos poligonos tienen igual medida de drea, entonces también
son equicomplementarios. Aunque en Fundamentos no aparece explicitado de-
bidamente, esta Gltima afirmacién era ya conocida en aquella época como
el teorema de Gerwien."” De este modo, se establece una coimplicacién entre
los conceptos de equicomplementariedad y medida de area; es decir, dos
poligonos tienen igual medida de area si y solo si son equicomplementarios
(Teorema 51). Pero esta coimplicacién permite alcanzar la prueba buscada
del postulado de Zolt, que Hilbert formula de la siguiente manera:

Teorema 52 (Axioma de Zolt). Si se descompone un rectingulo en diversos
triangulos por medio de rectas, y si se separa solamente uno de estos tridn-
gulos, entonces no puede completarse el rectingulo con los restantes tridn-
gulos (Hilbert 1999: 79).

En efecto, si un poligono Q esta contenido completamente (o es una
parte propia) de otro poligono P, entonces P estd compuesto por Q mas

otro poligono que podemos llamar R. Ademas, puesto que [P]= [Q] + [R]
(propiedad aditiva) y que la medida de area de un poligono (recorrido en

!9 En la actualidad, este teorema se conoce como el teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien.
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sentido positivo) es siempre mayor que 0, entonces se tiene que [P] > [Q)].
Pero por el teorema anterior (i.e., el teorema 51), P no puede ser entonces
equicomplementario con Q. Es claro asi que el postulado de Zolt constituye
un caso especial de este resultado, con lo cual se llega a concluir la demos-
tracién buscada.

Con la demostracion del postulado de Zolt, Hilbert proporciona un
fundamento sélido para la teoria del 4rea en el plano. Sin embargo, cabe se-
fnalar que dicha demostracién hace un uso esencial de la nocién de medida
de area, aunque ciertamente definida de un modo puramente geométrico;
de esta manera, se llega a probar una proposiciéon que se refiere a la equiva-
lencia de las figuras planas, por medio de una medida.

7. Consideraciones finales

Para finalizar resultard oportuno realizar unas breves reflexiones
sobre algunas de las consecuencias epistemoldgicas y metodold-
gicas mas significativas de las contribuciones técnicas de Hilbert en la funda-
mentacion de la teoria de las magnitudes poligonales.

Hemos visto que las discusiones de fines del siglo XIX en torno a
la teoria geométrica de la equivalencia, que en gran medida motivaron las
investigaciones de Hilbert, estaban inmediatamente vinculadas a la preocu-
pacion por el esclarecimiento conceptual de la nocién de magnitud en ge-
neral y de magnitud geométrica en particular. En este contexto, un problema
central para estos gedmetras consistia en probar que, dadas las relaciones de
equivalencia y no equivalencia, y la operacién de suma de poligonos, el con-
junto de los poligonos planos satistacia todos las propiedades de las magni-
tudes; es decir, el problema indagado consistia en demostrar que el conjunto
de los poligonos en el plano constituye una clase de magnitud. Asimismo, el
nacleo de este problema residia en hallar una prueba adecuada del postulado
de Zolt, en tanto que esta proposicion permitia garantizar la validez de la ley
de tricotomia.

La primera caracterizacién “axiomatica’ del concepto de magnitud,
que ademas sirvié de referencia para las discusiones que hemos analizado,
se encuentra en Stolz 1885. De acuerdo con los axiomas para magnitudes
formulados por Stolz, un conjunto de elementos (geométricos) constituye
una clase de magnitud si es posible definir para ellos: i) una relaciéon (binaria)
de “igualdad” que satisface las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva; ii)
una operacion de “suma” que satisface las propiedades uniforme, conmu-
tativa, asociativa y modular (i.e., existencia de elemento nulo); iii) una relacion
(binaria) de desigualdad que cumple las leyes de tricotomia, monotonia y
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transitividad, utilizando terminologia moderna. Durante la primera década
del siglo XX se formularon diversos sistemas de axiomas alternativos para el
concepto de magnitud. El mas influyente fue quizis el de Huntington (1902).

Ahora bien, la demostracién de que los poligonos planos representan
una clase de magnitud debia respetar el requerimiento fundamental de no
utilizar el concepto de medida de drea. La posicidon defendida por estos ged-
metras era que la teoria de la medida de area se fundaba en o presuponia la
teoria de la equivalencia en al menos dos sentidos. Por un lado, los procedi-
mientos habituales para el cilculo de la medida de area de las figuras poli-
gonales, que tomaban al cuadrado de lado unidad como unidad de medida,
recurrian a la descomposicién de poligonos en suma de otros.®® Por ejemplo,
la téormula para calcular la medida de area de un tridngulo era una conse-
cuencia inmediata del teorema segtin el cual todo tridngulo es equidescompo-
nible con un paralelogramo con la misma base y la mitad de altura. Por otro
lado, un andlisis del concepto de medida de area de una figura rectilinea
plana revelaba que aquello que se mide es la cantidad de superficie o extension
supetficial correspondiente, es decir, la cantidad de la magnitud especifica
de los poligonos planos. En consecuencia, la teoria de la medida de drea
de las figuras (rectilineas) planas presuponia el hecho fundamental de que
se haya demostrado previamente que las areas poligonales satisfacen todas
las propiedades que definen una clase de magnitud (escalar).?’ Luego, una
construccion rigurosa y logicamente solida de la teoria de la medida de area
requeria que se proporcionara una demostraciéon de este hecho fundamental,
y para no caer en una clara petitio principii, dicha prueba no podia presuponer
los resultados de la propia teoria de la medida de area, sino que debia basarse
en la teoria de la equivalencia geométrica.

El examen que hemos llevado a cabo de la construccién de la teoria
del area plana desarrollada por Hilbert en Fundamentos revela que, en un
sentido estricto, esta no constituye una respuesta completamente adecuada al
problema de representar a los poligonos planos como una clase de magnitud,
utilizando exclusivamente la teoria de la equivalencia. En efecto, si bien la
prueba del “axioma de Zolt” que proporciona Hilbert puede considerarse
como “puramente geométrica’, en el sentido en que no presupone la in-
troduccidon de consideraciones numéricas (y de supuestos de continuidad),
el recurso a la nocién de medida de area es alli esencial. El requerimiento
metodoldgico, habitual en los tratados de geometria de fines del siglo XIX,
de proporcionar primero un fundamento para el concepto de area poligonal

20 Esta tesis fue expresada, en otros, por Duhamel 1878: 376.
2! Esta posicién puede apreciarse, por ejemplo, en Stolz 1885, 1894 y Schur 1892.
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exclusivamente sobre la base de la teoria de equivalencia para solo después
desarrollar la teoria de la medida de 4rea, no es alcanzado en Fundamentos.
Por otra parte, este recurso a la nocidén de medida de 4rea en la prueba
del postulado de Zolt puede ser también analizado en relacién al requeri-
miento de la pureza de los métodos de prueba, de gran relevancia en las inves-
tigaciones axiomdticas de Hilbert. En uno de sus cursos sobre geometria
euclidiana, este requerimiento es caracterizado de la siguiente manera:

Nos encontramos por tanto por primera vez en la posiciéon de llevar a la
practica una critica de los medios de una prueba (die Hiilfsmittel eines Beweises).
En la matematica moderna tal critica es realizada muy a menudo, donde el
objetivo es preservar la pureza del método, i.e., en la prueba de un teorema se
deben utilizar, en la medida de lo posible, solo aquellos medios que son sugeridos por
el contenido del teorema. (Hilbert 1898: 317. El énfasis es mio)

Esquematicamente, la nocidén de “pureza” aqui aludida hace refe-
rencia a una determinada relacidon de preferencia entre los recursos utilizados
para probar un teorema o resolver un problema y los recursos necesarios
para entender o comprender tal teorema o problema. Una demostracién
“pura” tiene lugar cuando los recursos o métodos empleados en ella son
intrinsecos o inherentes al teorema demostrado o al problema resuelto, i.e.,
cuando los métodos son sugeridos por el “contenido” de la proposicién
en cuestién.” En tanto que el postulado de Zolt se refiere en un sentido
estricto solo a la imposibilidad de que un poligono sea equivalente a otro
propiamente contenido en él, la nocidén de medida de 4rea no parece estar
sugerida o implicada directamente en su contenido. Ello plantea entonces el
problema de determinar en qué sentido se puede considerar como “pura”
una demostraciéon del postulado de Zolt en la que se apele de un modo
esencial al concepto métrico de medida de édrea, independientemente de la
manera en que este sea definido. La indagacion de las condiciones necesarias
y suficientes para llevar a cabo una demostracién rigurosa de la mentada
proposicién geométrica constituye un nuevo y original caso de estudio para
las discusiones filosoficas actuales en torno a la pureza de los métodos de
prueba en la geometria elemental.

Finalmente, es importante observar que es posible que nos estemos
enfrentando aqui a una limitacién fundamental en la construccién de la teoria

22 Cf. Detlefsen y Arana (2011). Sobre la nocfon de “contenido” aludida en las discusiones
filoséficas sobre la pureza de los métodos de prueba, véase Hallett (2008) y Arana y
Mancosu (2012).
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de las magnitudes poligonales. De acuerdo con Hartshorne (2000: 210) y
Volkert (2015: 39), todas las pruebas del “axioma” de Zolt que se conocen
en la actualidad se basan esencialmente en la introduccién del concepto de
medida de area. Sin embargo, en el caso de que esta aparente imposibilidad de
demostrar el axioma de Zolt con independencia del concepto de medida de
area sea efectivamente demostrada, ello constituiria una limitacién esencial
para la aspiracidon de proporcionar un fundamento légicamente sélido para
la teoria del area solo sobre la nocién geométrica de “equivalencia”. La pre-
gunta por la imposibilidad de probar el postulado de Zolt exclusivamente
dentro de la teoria geométrica de la equivalencia constituye un interesante
interrogante para los fundamentos de la geometria elemental, cuya signifi-
cacion epistemoldgica y metodoldgica merece ser explorada sin dudas con
mayor atenciéon.?
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